Identi¢ni delci v kvantni mehaniki

Delce lahko med seboj loc¢imo, ¢e imajo razlicne fizikalne lastnosti, na primer maso, elektri¢ni naboj,
spin. Delci z razlicnim elektricnim nabojem se v elektriécnem ali magnetnem polju gibljejo po razli¢nih
tirnicah in jih lahko lo¢imo. Prav tako lahko z gibanjem lo¢imo delce, ki imajo razlicno maso. Ce
povzamemo lahko med seboj lo¢imo delce z merjenjem relevantnih lastnosti, po kateri se razlikujejo. Ce
pa so delci identi¢ni, jih na ta na¢in ne moremo razlikovati. Vsi elektroni imajo enako maso, enak naboj,
enak spin, tako da jih med seboj ne moremo lociti, ker imajo vse te lastnosti enake. Prav tako na taksen
nacin ne moremo med seboj loiti molekul vode, molekul vodika itd. Vendar pa imamo v tem primeru Se
vedno moznost, da lo¢imo delce in sicer ¢e jih opazujemo, kako se gibljejo, se pravi, ¢e spremljamo
njihovo trajektorijo gibanja. Ce lahko ob nekem ¢asu identificiramo polozaj posameznih delcev in
dolocimo, kako se gibljejo ter v nadaljevanju vedno natan¢no dolocimo polozaj delcev, lahko ves cas z
gotovostjo vemo, kateri delec je kateri. V kvantni mehaniki pa imamo pri tem tezavo, saj zaradi
Heisenbergovega principa poloZaja in hitrosti delcev ne moremo natancéno poznati. Vse, kar lahko
poznamo o delcih, je njihova valovna funkcija, ki nam poda verjetnostno gostoto za poloZaj
posameznega delca na dolo¢enem kraju. V ¢asovnem razvoju pa se valovne funkcije zanejo spreminjati
in prekrivati. Ko se zgodi prekritje dveh valovnih funkcij, z meritvami ne moremo vec dolociti, kateri
poloZaj pripada kateremu delcu. Se pravi, da delci niso vec locljivi. Zaradi tega posameznim delcem
namre¢ ne moremo doloditi ob vsakem trenutku njihovega polozaja, ker bi tedaj natanko poznali tako
polozaj kot hitrost in s tem gibalno koli¢ino. Zato delcem ne moremo slediti. V kvantni mehaniki imamo
opraviti z nerazlo€ljivimi delci, to pa pomeni, da mora biti verjetnostna gostota vecdeléne valovne
funkcije neodvisna glede na zamenjavo dveh enakih delcev.
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To je osnovna razlika med klasi¢nim in kvantnim sistemom, ki vsebujejo identi¢ne delce. V kvantnem
sistemu moramo resitev (valovno funkcijo) definirati na nacin, da nerazlocljivost delcev upostevamo
eksplicitno. To pomeni, da mora biti valovna funkcija takSna, da merski rezultati niso odvisni od
indeksov, ki jih dolo¢imo posameznim delcem iste vrste. Ta lastnost vodi do pomembnih efektov, katerih
nimamo v klasic¢ni fiziki, saj je nerazlodljivost prisotna samo v kvantni mehaniki. Videli smo, da mora biti
verjetnostna gostota neodvisna od tega, kako dolo¢imo indekse posameznim delcem iste vrste. Ker pa je
verjetnostna gostota izracunana kot kvadrat absolutne vrednosti valovne funkcije mora veljati
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Ta enacba pa je izpolnjena le v primeru, ¢e se valovni funkciji pri zamenjavi dveh delcev razlikujeta za
kompleksno stevilo, katerega absolutna vrednost je 1
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Definirajmo sedaj operator zamenjave delca iinj s ﬁ] Ta operator zamenja indeksa delcev v valovni
funkciji
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Dvojna zamenjava pa nam vrne nazaj isto funkcijo
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To je mozno le v primeru, Ce je e'® enako 1 ali -1. V primeru, Ce je e'® enak 1, imamo funkcijo
simetricno glede na zamenjavo dveh delcev. To pomeni, da je funkcija enaka kot v primeru pred
zamenjavo. V primeru, ko je e!® enak -1, pa govorimo o asimetri¢ni funkciji glede na zamenjavo. Tukaj
funkcija ob zamenjavi spremeni predznak. Simetricno funkcijo glede na zamenjavo imajo bozoni (foton,
pion, kaon, helijevo jedro itd). Bozoni imajo celostevilski spin in jih opisuje Bose-Einsteinova statistika.
Antisimetricna funkcija pa opisuje stanje fermionov, ki so delci s polovicnim spinom (elektron, mion,
proton, nevtron itd) in jih opisuje Fermi-Diracova statistika. Razlika med bozoni in fermioni je Se v
dejstvu, da fermioni lahko zasedajo eno stanje posamezno, medtem ko je pri bozonih lahko vec delcev z
istim stanjem (istimi vsemi kvantnimi Stevili). Sedaj se poglejmo primer za sistem, ki vsebuje dva
identi¢na delca. V Hamiltonovem operatorju delce zaradi lazjega reSevanja ostevil¢imo in dobimo za
resitev valovno funkcijo, ki je odvisna od koordinat obeh delcev
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Ta funkcija ne ustreza zahtevi po simetri¢nosti oziroma antisimetri¢nosti. Ce indeksa 1 in 2 v
Hamiltonovem operatorju zamenjamo, pa dobimo novo resitev
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ki tudi ne izpolnjuje zahtev, ima pa isto energijo kot prva funkcija. Predpostavimo sedaj, da sta obe
funkciji (¥(1,2), ¥(2,1)) normirani. Sedaj lahko naredimo linearno kombinacijo omenjenih funkcij in
dobimo simetri¢no ter antisimetri¢no funkcijo
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Simetri¢na funkcija je reSitev v primeru, ¢e delca v nasem sistemu bozona, antisimetri¢na pa, Ce sta
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fermiona. Faktor 7 e zaradi zahteve po normalizaciji funkcije. Tako simetricna kot antisimetri¢na

funkcija ustrezata enakima energijama kot funkciji, iz katerih sta sestavljeni. To se pravi, da je ta energija
za sistem dveh delcev dvakrat degenerirana. Temu pojavu reCemo tudi degeneracija zaradi zamenjave,
ker je degeneracija posledica zahteve po zamenjavi delcev. Sedaj nas primer Se malo posplosimo in
predpostavimo, da lahko valovno funkcijo 1(1,2) zapisemo kot produkt enodel¢nih valovnih funkcij
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Simetri¢no funkcijo lahko zapiSemo kot
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ter antisimetri¢no kot
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Leta 1925 je Pauli postavi Paulijev izkljucitveni princip, ki pravi, da v vecelektronskem sistemu (atomu,
molekuli itd) ne moreta imeti dva elektrona vse kvantnih Stevil enakih. To pomeni, da ista valovna
funkcija ne more opisovati dveh elektronov. Poglejmo si sedaj, kaj se zgodi, ¢e Zelimo imeti dva
elektrona v istem stanju, seveda pa mora biti njuna valovna funkcija antisimetri¢na glede na zamenjavo.
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Vidimo, da je valovna funkcija identi¢no enaka 0. To pomeni, da taksno stanje ne more obstajati. Pri
simetri¢ni funkciji tega problema nimamo, ker je lahko ve¢ bozonov z isto valovno funkcijo
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Ps(1,2) = (Dp1(2) + ¢1(1)¢1(2)) = E¢1(1)¢1(2)
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Ce si sedaj ponovno pogledamo antisimetricno funkcijo vidimo, da jo lahko zapisemo v obliki
determinante
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kjer nam stolpec pomeni Stevilko delca in vrstica Stevilko valovne funkcije. To determinanto imenujemo
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Slaterjeva determinanta in jo lahko posplosimo za zapis valovna funkcije s pravo simetrijo za fermione
d1(1) - Ppi(n)
¢n(1) ¢n(n)

Slaterjeva determinanta poskrbi, da se ob zamenjavi dveh delcev spremeni predznak valovne funkcije
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(determinanta spremeni predznak, ¢e zamenjamo dva stolpca) ter da je enaka O, ¢e Zelimo, da bi dva
delca imela enaki valovni funkciji (determinanta je enaka 0, Ce sta dve vrstici enaki). Simetri¢no funkcijo
pa dobimo z razvojem Slaterjeve determinante in potem vsem ¢lenom z minusom spremenimo minus v
plus.



